Dit is een bewijs voor de formule waarmee alle Pythagoreïsche priemdrietallen gevonden kunnen worden. De formule wordt afgeleid.

Aanname: a, b en c zijn positieve gehele getallen die een Pythagoreïsch priemdrietal vormen.

Stel dat a en b even zijn, dan is a^2+b^2 dat ook. Daaruit volgt dat c even is omdat c^2 even is. Er geldt dus dat a, b en c allemaal even zijn; zij vormen dus wel een Pythagoreïsch drietal, maar geen priemdrietal.

Stel dat a en b oneven zijn. Dan zijn a^2 en b^2 beide ook oneven. De som van twee oneven getallen is even, c^2 is dus even en daarmee c ook.

Er zijn dus gehele getallen x, y en z waarvoor geldt dat a=2x+1, b=2y+1 en

c=2z. Hieruit volgt (2x+1)^2 + (2y+1)^2 = (2z)^2

( 4x^2+4x+1+4y^2+4y+1=4z^2

( 4(x^2+x+y^2+y-z^2)+2=0

{ x^2+x+y^2+y-z^2 is een geheel getal w, dus 4*w+2=0 }

=> 2*w+1=0

{ v is een even getal met v=2w }

( v+1=0

Links staat nu een oneven getal, rechts een even getal. Die kunnen niet gelijk zijn, dus kunnen a en b niet beide oneven zijn.

Er geldt dus dat (a=even en b=oneven) of (a=oneven en b=even) wanneer a, b en c een priemdrietal vormen. Omdat a^2+b^2=b^2+a^2 mag je kiezen dat a oneven is.

a is dus vanaf nu oneven, b is even en dus is c oneven.

Het is logisch dat c>a en c>b. Er zijn dus positieve gehele getallen j en l waarvoor geldt b+j=c en a+2l=c (2l, want het verschil tussen a en c is even).

Nu geldt: a^2 = c^2-b^2 = (b+j)^2-b^2 = b^2+2bj+j^2-b^2 = 2bj+j^2 = j(2b+j)

ggd(x,y) is de grootste gemene deler van x en y.

Stel dat ggd(b,j)=g en dat g>1. Er zijn dan gehele getallen p en q waarvoor geldt b=pg en j=qg.

Nu geldt a^2 = 2bj+j^2 = 2pgqg+(qg)^2 = g^2(2pq+q^2)

Hieruit volgt dat a een veelvoud is van g. Omdat ggd(b,j)=g is ook b een veelvoud van g. Daarmee is c dat ook. Er is dus geen sprake van een priemdrietal omdat a, b en c allemaal veelvouden van g zijn, en g>1.

Voor elk priemdrietal geldt dus ggd(b,j)=1.

Omdat ggd(b,j)=1 is 2b+j geen veelvoud van enige deler van j (behalve 1).

Er geldt a^2 = j(2b+j) en omdat j geen gemeenschappelijke delers heeft met 2b+j moet j wel een kwadraat zijn.

a is oneven, j is dus een oneven kwadraat. Er is dus een oneven k met k^2=j.

Ook geldt: b^2 = c^2-a^2 = (a+2l)^2-a^2 = 4al+4l^2 = 4l(a+l)

Stel dat ggd(a,l)=g en dat g>1. Er zijn dan gehele getallen p en q waarvoor geldt a=pg en l=qg.

Nu geldt b^2 = 4al+4l^2 = 4pgqg+4(qg)^2 = 4g^2(pq+q^2)

Hieruit volgt dat b een veelvoud is van g. Omdat ggd(a,l)=g is ook a een veelvoud van g. Daarmee is c dat ook. Er is dus geen sprake van een priemdrietal omdat a, b en c allemaal veelvouden van g zijn, en g>1.

Voor elk priemdrietal geldt dus ggd(a,l)=1.

Omdat ggd(a,l)=1 is a+l geen veelvoud van enige deler van l (behalve 1).

Er geldt b^2 = 4l(a+l) en omdat l geen gemeenschappelijke delers heeft met a+l moet l wel een kwadraat zijn. Er is dus een positief geheel getal m met m^2=l.

Nu hebben we c = b+j = b+k^2 en c = a+2l = a+2m^2.

Er geldt a^2+b^2 = (b+k^2)^2

( a^2+b^2 = b^2+2bk^2+k^4

( a^2 = 2bk^2+k^4

( b = (a^2-k^4)/(2k^2)

Uit c = b+k^2 en c = a+2m^2 en b = (a^2-k^4)/(2k^2)

volgt b = a+2m^2-k^2 en b = (a^2-k^4)/(2k^2)

=> (2k^2)(a+2m^2-k^2) = (a^2-k^4)

( 2ak^2+4m^2k^2-2k^4 = a^2-k^4

( a^2 = 2ak^2+4m^2k^2-k^4

( a^2 -2k^2 a -4m^2k^2+k^4 = 0

Met da abc-formule volgt dan:

a = (2k^2 ± √(4k^4-4(-4m^2k^2+k^4)))/2

( a = (2k^2 ± √(16m^2k^2))/2

( a = (2k^2 ± 4mk)/2

( a = k^2 ± 2mk

Stel nu dat a = k^2 - 2mk

Wanneer 2km>k^2 (2m>k) dan is a negatief. Dat is niet de bedoeling.

Wanneer 2km=k^2 (2m=k) dan geldt a=0. Ook dat is niet de bedoeling.

Neem aan dat 2km<k^2 (2m<k). Er geldt a = k^2 - 2mk, c = a+2m^2 en c = b+k^2.

=> k^2-2km+2m^2 = b+k^2

( b = 2m^2-2km

( b = m(2m)-k(2m)

( b = (m-k)(2m).

(m-k) is negatief omdat 2m<k, daarom is b dan negatief. Ook dat is niet de bedoeling.

Er geldt dus a = k^2 + 2mk, met k=oneven, m=geheel en k en m beide positief.

Uit b = (a^2-k^4)/(2k^2) en a=k^2+2mk is afleidbaar dat b=2m(k+m):

b = (a^2-k^4)/(2k^2) en a=k^2+2mk

=> b = ((k^2+2mk)^2-k^4)/(2k^2)

( b = (k^4+4mk^3+(2mk)^2-k^4)/(2k^2)

( b = (4mk^3+(2mk)^2)/(2k^2)

( b = (2mk+2m^2)

b = 2m(k+m)

Wanneer n+1=m dan geldt voor a en b:

a=k^2+2(n+1)k en b=2(n+1)(k+n+1)

Dit is de formule uit het artikel, die nu dus bewezen is.

