PYTHAGOREISCHE DISSECTIES

Door Edo Timmermans

Deze bijlage hoort bij het artikel met dezelfde naam in het decembernummer van Pythagoras, jaargang 2004. 

In deze bijlage worden tekenformules gegeven waarmee vierkanten getekend kunnen worden die in drie delen zijn verdeeld. Door een tweede vierkant toe te voegen, kan met alle vier de delen samen een groter vierkant gevormd worden. De tekenformules lijken ingewikkeld te zijn, maar wanneer je de instructies nauwkeurig volgt, dan worden ze vrij eenvoudig.

Met de volgende formules kunnen alle Pythagoreische priemdrietallen gevonden worden. Klik op BEWIJS om te zien hoe de formules worden afgeleid.

a=k*k + 2*k*(n+1)

b=2(n+1)(k+n+1)

c=de positieve wortel uit (a*a + b*b)

Oplossing 5*5 + 12*12 = 13*13 maakt deel uit van een oneindige reeks waarvoor geldt dat k=1. Met tekenformules t0 t/m t22 kunnen voor alle oplossingen in die reeks geldige dissecties getekend worden. Zo'n reeks dissecties wordt ook wel een familie genoemd. Iedere tekenformule vertegenwoordigt dus een familie van dissecties.

Een andere reeks vind je met n=0, 8*8 + 15*15 = 17*17 is hierin een oplossing. Tekenformules 23 t/m 28 zijn van toepassing op deze reeks. De bedoeling is om te beginnen door een a*a en een b*b vierkant te tekenen. De links-onder coördinaat van het b*b vierkant is (0,0), rechts-boven is deze (b,b). Iedere tekenformule begint met een startcoördinaat, gevolgd door een aantal tekenbewerkingen. Iedere keer dat je een startcoördinaat tegenkomt ga je er met je potlood naar toe. Vervolgens voer je alle tekenbewerkingen uit in de volgorde zoals je ze tegenkomt, zonder je potlood van het papier te halen. Wanneer je bijvoorbeeld een 'U' (up) tegenkomt ga je vanaf het punt waar je bent het aangegeven aantal posities omhoog.

Aan het eind van t5 staat UaLan-nU1Ra-1. Kies bijvoorbeeld n=1. Er geldt dan a=5. Wanneer je dit deel van t5 uitvoert ga je 5 posities naar boven, vervolgens 5*1-1=4 posities naar links, dan 1 positie omhoog en tenslotte 4 posities naar rechts. Wanneer je n=0 hebt gekozen, dan hoef je bij Lan-n niets te doen. Een 'D' (down) betekent dat je omlaag ofwel naar je toe gaat. 'Den+2e' betekent bijvoorbeeld dat je (e*n)+(2*e) posities omlaag gaat.

Een rechte haak staat voor het begin of einde van een herhaling van twee of meer tekenbewerkingen. Direct na '[' volgt altijd een getal. Dat is het aantal maal dat er herhaald dient te worden. In t3 kom je bijvoorbeeld [n÷2Da-1La+1] tegen. Dat betekent dat je de bewerking 'a-1 posities naar beneden gevolgd door a+1 posities naar links' n/2 naar beneden afgerond maal hoort uit te voeren.

Formules t9 is de enige waar een herhaling binnen een herhaling voorkomt. Het is verstandig om eerst even wat andere tekenformules uit te proberen voordat je hieraan begint. Oefen sowieso eerst even met wat korte en makkelijke formules als t0, t1, t7 en t23. Begin eenvoudig, met n=0 of n=1 in t0 t/m t22 wanneer dit is toegestaan en k=3 in t23 t/m t28 wanneer dat kan.

Het is aan te raden om eerst alle variabelen die voorkomen in een formule uit te rekenen nadat je n of k gekozen hebt. Schrijf vervolgens de hele formule op, zonder dat er nog variabelen in voorkomen. Een bewerking of een herhaling die nul keer uitgevoerd moet worden kun je natuurlijk weglaten. Ga dan pas tekenen om fouten te voorkomen.

Wanneer alles goed is gegaan, dan kun je het b*b vierkant volgens de lijntjes in drie stukken knippen. Met het a*a vierkant erbij kun je tenslotte het c*c vierkant vormen! (Bij t23 t/m t28 wordt het a*a vierkant in drie stukken verdeeld, nu moet je het b*b vierkant toevoegen om c*c te vormen.)

belangrijke voorwaarden

Voor t0 t/m t22 geldt de algemene voorwaarde n>=0. Bereken a, b en c met a=2n+3, b=(a*a-1)/2 en c=b+1.

In t2 en t3 komt het getal e voor. Wanneer n even is geldt e=0, anders geldt e=1. (e=n modulo 2)

Het symbool '÷' staat voor delen zonder rest, naar beneden afronden dus.

Wanneer p in een tekenformule voorkomt, dan geldt 0<=p<=n en p is een natuurlijk getal. Je kunt p zelf kiezen, bij verschillende waarden van p krijg je natuurlijk ook verschillende tekeningen!

In t9 mag ook p=n+1 gekozen worden.

Voor tekenformules t10, t11, t14, t15, t18 en t22 moet p even zijn.

Voor tekenformules t12, t13, t17, t19, t20 en t21 moet p oneven zijn.

Bij deze laatste 6 formules geldt n>=1 omdat 0<=p<=n.

Voor tekenformules t14, t15 en t22 geldt 2<=p<=n en dus n>=2.

Doordat ik de tekenformules zo kort mogelijk wilde maken kan het kan soms gebeuren dat een lijnstuk tweemaal getekend wordt.

Bij iedere tekening die met t0 gemaakt is horen nog drie oplossingen die te verkrijgen zijn d.m.v. spiegelingen in het linker gedeelte. Bij n=1 hoort slechts één extra oplossing. 

t0=(c-a,0)Ua+1[nLa-1Ua+1](b,b-a)Lc-a

t1=(c-a,0)UaR1U1[nLaUaR1U1](b,b-a)Lc-a

t2=(0,c-a)[nRa+1Da-1]Ra+1(b-a,a-1)Ub-a[n÷2La-1Da+1]Ln-en-e+1Lea-eDen+2e

t3=(a-1,b)[nDa+1Ra-1]Da+1(b,b-a)L1[n÷2Da-1La+1]Dn-en-e+1Dea-eLen+2e

t4=(0,1)Rb-1Ua-2R1L1[nLa-1D2]La-1D1

t5=(a-1,0)[nU1Ra-1]U1Ra-2UaLan-n[nU1Ra-1]R1(b-a,n)UaLan-nU1Ra-1

t6=(0,2)[nRaUc-aR1Dc-a-2]RaUc-a(b,1)Lc-aU1

t7=(1,b)[b-aD1R1]Da[n+1Ua-1R2]

t8=(c-a,0)[n+1Ua-1R2]L1Dc-a

t9=(n+1,0)[pU1[a-2Rn+1U1]Lan][a-1U1Rn+1](b,c-a)[n+1-pL1Da-1]Ln+2

t10=(0,1)Ra-2U1[p÷2Ra-1UaL2U1][n-pRa-1U2][p÷2RaDa-1R1U2]Ra

    (0,b-a+2)R1Da-1[p÷2RaU2R1Da-1][n-pR2Da-1]

t11=(0,1)Ra-2[p÷2U1Ra-1UaL2]Ua-1[n-pL2Ua-1]Ra-2[n-pU2Ra-1]

    Da-2[n-pR2Da-1]R2[p÷2Da-1R1U2Ra](0,b-a+2)R1[p÷2Da-1RaU2R1]

t12=(0,1)Ra-2U1[p÷2Ra-1UaL2U1][n-p+1Ra-1U2][p÷2RaDa-1R1U2]Ra

    (0,b-a+2)R1Da-1[p÷2RaU2R1Da-1]Ra[n-pU2Ra-1]Da-2[n-pR2Da-1]

t13=(0,1)Ra-2[p÷2U1Ra-1UaL2][n-p+1U1Ra-2Ua-2La]U1[n-p+1Ra-2UaR1Da-2]

    [n-p+1RaD1La-2Da-2]Ra[p÷2Da-1R1U2Ra](0,b-a+2)R1[p÷2Da-1RaU2R1]Da-2

t14=(0,1)Ra-2U1Ra-1[p÷2-1UaL2U1Ra-1][n-p+1UaRa-2Da-2R1]U2Ra[p÷2-1Da-1R1U2Ra]

    (0,b-a+2)R1[p÷2-1Da-1RaU2R1]Da-1RaDa-2[n-p+1La-2D1RaDa-2]

t15=(0,1)Ra-2U1Ra-1[p÷2-1UaL2U1Ra-1][n-p+1UaRa-2Da-2R1]U2Ra[p÷2-1Da-1R1U2Ra]

    (0,b-a+2)R1[p÷2Da-1RaU2R1][n-pDa-2Ra-2UaR1][n-p+1Da-2RaD1La-2]

t16=(0,a-2)Ra-1[nD2Ra-1](c-a,0)[n+1Ua-1R2]

t17=(0,a-2)[p÷2R1Ua-1RaD2]R1Ua-1Ra[n-pD2Ra-1](c-a,0)

    [p÷2+1U1La-1UaR2][n-pUa-1R2][p÷2+1Ua-1R1D2Ra]

t18=(0,a-2)[p÷2R1Ua-1RaD2][n-pRa-1D2][p÷2Ra-1D1L2Da]Ra-1D1

    (b,c-a)[p÷2LaU2L1Da-1]La[n-pU2La-1]Da-2[n-pL2Da-1]

t19=(0,a-2)[p÷2R1Ua-1RaD2]R1[n-p+1Ua-1R2]Ua-2[n-p+1Ra-1D2]Ra

    [p÷2Ua-1R1D2Ra](c-a,0)[p÷2+1U1La-1UaR2]Ua-1[n-pR2Ua-1]

t20=(0,a-2)[p÷2R1Ua-1RaD2][n-p+1R1Ua-2Ra-2Da]R1(b,c-a)

    [p÷2LaU2L1Da-1][n-p+2LaDa-2Ra-2D1][p÷2L2DaRa-1D1]

t21=(0,a-2)[p÷2R1Ua-1RaD2][n-p+1R1Ua-2Ra-2Da][p÷2Ra-1D1L2Da]Ra-1D1(b,c-a)

    [p÷2LaU2L1Da-1]LaU2L1Da-2[n-pLa-2UaL1Da-2]LaD1[n-pRa-2Da-2LaD1]

t22=(0,a-2)[p÷2-1R1Ua-1RaD2]R1Ua-1Ra[n-p+1Ua-2La-2U1Ra][n-p+1Ua-2R1DaRa-2]

    [n-p+1D1LaDa-2Ra-2]D1[p÷2L2DaRa-1D1](b,c-a)[p÷2La0U2L1Da-1]

Voor t23 t/m t28 geldt n=0, k>=3 en k is oneven. Bereken a, b en c met a=k*k+2k, b=2k+2 en c=a+2. 

Wanneer p in een tekenformule voorkomt, dan geldt 1<=p<=k÷2.

In t25 en t26 moet p oneven zijn; in t27 en t28 moet p even zijn. Je mag de waarde van p dus weer zelf kiezen. Je moet k>=5 kiezen in t27 en t28 omdat bij k=3 geen keuze van p mogelijk is.

Wanneer je aanvaart dat L-1=R1 en R-1=L1 dan levert t24 een dissectie met k=1.

t23=(2k,0)U2[k÷2R2kU2]La-4k[k÷2U2R2k](3k,k+1)L2kD2Ra-4k

t24=(2k,0)[k÷2U2R2k]UbLa-4k(a-3k,k-1)U2kLa-4k[k÷2+1U2R2k]

t25=(2k,0)U2[k÷2R2kU2]La-4k[p÷2+1UbRb-4]R2[k÷2-pU2R2k][p÷2Db-4Rb]

    (a-3k,k-1)La-4k[p÷2+1UbRb-4]R2

t26=(2k,0)U2[k÷2R2kU2]La-4k[p÷2+1UbRb-4][k÷2-pU2R2k]R2[p÷2Db-4Rb]

    (a-3k,k-1)La-4k[p÷2+1UbRb-4]U2R2

t27=(2k,0)U2[k÷2R2kU2]La-4k[p÷2UbRb-4][k÷2-p+1U2R2k]R2[p÷2-1Db-4Rb]

    (a-3k,k-1)La-4k[p÷2UbRb-4]Ub[k÷2-pL2U2k]R2k[k÷2-pU2R2k][k÷2-pD2kR2]Db-4

t28=(2k,0)U2[k÷2R2kU2]La-4k[p÷2UbRb-4]R2[k÷2-p+1U2R2k][p÷2-1Db-4Rb]

    (a-3k,k-1)La-4k[p÷2UbRb-4][k÷2-p+1U2kL2][k÷2-p+1U2R2k]U2R2[k÷2-p+1D2kR2]

